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И ВНУТРЕННИМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ  
НА СИММЕТРИЧНОМ ОТРЕЗКЕ 
Интегральные уравнения типа Воль-терра часто встречаются при реше-
нии многих практических задач, обладающих 
свойством симметрии. В данной работе мы 
дадим в замкнутой форме решение одного 
такого уравнения 
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где переменные х и t изменяются на от -
рез ке [–1, 1], заданные функции a(x), b(x) 
не прерывны на этом отрезке и удовлетво-
ряют условию
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Будем предполагать без ограничения 
общности, что x > 0. Решение уравнения j(x) 
будем искать в классе функций, обеспечива-
ющих существование интегралов в форму-
ле (1) как несобственных. Для этого доста-
















j*(x) – непрерывная функция. Отсюда сле-
дует с не обходимостью, что функция f(x) 
должна обращаться в точке x = 0 в нуль 
порядка не меньшего единицы, то есть до -
пускать представление f (x) = xf *(x). Бу дем 
предполагать, что функция f *(x) дифферен-
цируема на от резке [–1, 1]. При сделанных 
предположениях уравнение (1) имеет един-
ственное решение, допускающее требуемое 
представление.
Изложим схему решения приведенно го 
уравнения. Для этого предположим, что 
ре шение уравнения уже получено, то есть 
равенство (1) выполняется. Тогда в силу 
симметрии должно выполняться также 
равенство, полученное в результате подста-
новки –x вместо x в исходное уравнение (1), 
то есть равенство
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или, что то же самое, 
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 Сначала складывая уравнения системы, 
а затем вычитая из первого равенства вто-
рое, получим новую систему 
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которую запишем в виде 
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Преобразуем полученную систему, учи-
тывая, что x – t > 0, x + t > 0, 
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Очевидно, полученная система уравне-
ний (2) и (3) является равносильной исходному 
уравнению (1), так как от нее легко пе рейти к 
исходному уравнению (1), и на оборот. Пре-
образуем последовательно урав нения этой 
системы к виду, более удобному для их реше-
ния. Итак, для уравнения (2) имеем 
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Аналогично преобразуем уравнение (3) 
и приходим к равенству




x ( ) ( ) ( ) ( )−( ) ( ) − − − − +( ) −( )
−
=
= ( ) + −










dt f x f x
t t
x t

































t a t b t t
a t b t t
t b t a t
( ) = +( ) ( ) +
+ − + −( ) −( ) ( )
( ) = −
( ) ( )
( ) ( ) ,
( ) ( )
6
( ) ( ) −









b t a t t( ) ( ) . 7
Каждое из уравнений системы (4), (5) сво-
дим к решению уравнения Абеля. Для этого 
вводим новые переменные
 u t x t u x= = = =
2 2, , , ,υ υ  















По условию правая часть является диф-
ференцируемой функцией, поэтому реше-
ние этого уравнения можно найти, применяя 
формулу (54.3), которая приведена в книге 
[1, § 54].
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находим решение исходного уравнения (1) 
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Заметим, что функция 
ϕ λ µ−( ) = −
−( ) −( ) −
+
−( ) −( )x
a x b x
x
x a x b x
x




является решением уравнения 
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которое легко получить, заменяя перемен-
ную интегрирования t в уравнении (1) на –t. 
Уравнение (12) будем называть уравнением, 
сопутствующим уравнению (1). 
Рассмотрим примеры. 
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По формуле (11) находим Dx = 6. 
Подставляем в формулу (10) известные 
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x x.
Следовательно, решение найдено пра-
вильно.
Пример 2. Решить уравнение 
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x t













∫ ∫ϕ ϕ .
Решение. Здесь
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Находим по формуле (8) 
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по формуле (9) определяем
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по формуле (11). Подставляем в формулу (10) 













Пример 3. Решить уравнение 
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∫ ∫1 ϕ ϕ .
Решение. Здесь 
a t t b t t f x( ) , ( ) , .= + = ( ) =∗1 1  
Находим по формуле (8) 
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∫ x t x tx t dt
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∫1 1pi pi tx t dt
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Summary 
The article is devoted to the closed form solution 
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